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4, PROGRESIONES GEOMETRICAS

DEFINICION 2.~ Una sucesidn ¢g : N+ R es una progresidn geomé-:
trica s:.Ha,KER , & e R-{0} gn = at” ,Vn € N.

Asi,una progresidn geométrica_se puede considerar como la -
restriceién a N de las aplicacioﬁes exponenciales.de la recta 2(x)=al”,
donde «¢,4€eR..y >0, Sin embargo,como en nuestro caso manejamos la va -
riable discreta,aqui tembién es admlSlble 4eR,

Las funciones exponenclales se pueden introducir de forma axig
mdtica, sefialando para ello sus propiedades méds notables y haciendovcong
truir a los alumnos los grafos planos de las mismas,para los casos #£=2,
4=3 , £4=7/2 , £=7/3 ,etc.,tanto para el caso discreto como para el con-
tinuo, Tamblen dibujar el grafo para el caso discreto 4=-7 , £4z-2 , 4=
-7/2 ,etec.

Debe hacerse observar que'cada'funcién exponencial de base 4>,
£y,0 ¢ R~ Y es-bﬁyectiva ; més<aﬁn,es un homomorfismo entre los gru =-
pos ( R, + ) y ( Ri , .).»La inversa, gg ¢ R+ + R, de la'z',se llama-~
funcién logaritmo en base £ # 0,7.Se pueden admitir,por ejemplo,las pro
piedadeé de £,y demostrar las de g,y reciprocamente.

-

Proposicidn 7.- 8i'{a },con neN,es una progresién aritmética,
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entonces, VkER+-{0,7}, {gn=Ka”} con neN,es una progresién geométrica.

Demostracibn:

o
Meen, g,= &% = k%E o 48 40 o 4B donde 4=k y ek®

PrROPOSICION 8.~ Si {gn=aln},n>7,es una p.g. positiva (gn>0 ’
neN), entonces {a,=tog,ig,} , n21 , k>0,es una p.a.

Demostracibn:

» Sé basa en las propiedades de la funcién logaritmica.
Como g, = at™ ,VneN .88 @ = éogk g, = Zogk'aﬁn =
) Zog/c a + Zogk 4" =
éogk a +n Zogk 4 =
A+ n B, donde
A = log, a ¥y B = log, &
Por todo 1o anterior,el estudio de las progresiones geométri -
cas es similar,gracias a las propiedades de la furcidn exponencial y lo
garftmica,al de las aritméticas; conpropiedadesy conceptos andlogos.Ve

remos esto con méds detalle.

Ejencicios:

1 ) ¢Se puede considerar la sucesién nula como una progresidn
aritmética? (Y geométrica?

2 ) ¢Es la sucesidn constantementebigualba 1 una p.a.?Es una
pP.g.?

3 ) ¢(Es la sucesién constantemente k una p.a.? ¢Es una p.g.?

4 ) Existen sucesiones que séan a i& vez progresiones aritmé—

ticas y progresiones. geométricas?

ProPOSICION 9,- Si {gn},n>7 es una sucesidn, entonces son equi
.valentes los siguigntes enunciados:

a) {g,} ,n37 es una progresién geométrica.

b) Vn22 09,79, 1 = & (razén o cociente de la progresién ).

-

e) Vn)Z ’gn/gn—7 ® gn+7/gn
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Demostaacibn:
Se efectla por célculo directo. La proponemos como ejercicio.
Lo verdaderamente importante aqui es sefialar el paralelismo -

entre estas relaciones y las establecidas en la proposicidn 5.

£jeaciciqa:

1 ) Probar que :

a) 8i 2>7 'y ‘a;>0., la p.g. es ereciente.

b) Si 2>7 y @;<0., es decreciente.

¢) Si 0<a<l .y a7>0,'es decreciente.

d) 8i 0<a<? y a,<0, es creciente.

e) Si 2<0 , los signos de los términos consecutivos son opues

tos.
2 ) Probar que si p,g,2 eN ¥ {gn}n%7 es una p.g.,eontonces
- gka.—c; . gqp—n ; gaa-ﬂ . 7

5. CONSTRUCCION DEL SEGMENTO a.8

Sean los segmentos ey £ y supongamos a>4., Sobre una recta 2 -
horizontal se lleva el segmento a,obteniéndose los puntos 0y'A; Se toma
otra recta 4 cualquiera que pase por O y forme un dngulo cuélquiera con
2~ (fig.13). Sobre el segmento 0A y a p#rtir de 0,se lleva el segmento -
unidad,obtenidndose el punto C. También a partir de O ,éero sobre la =
recta 4, Se lleva el.segmenpo ?, obteniéndose el punto 3. Unimos C con-
B y trazamos por A la paralela'a BC que corta eén D a la recta 4, Los -
tridngulos OCBy OAD son semejantes y se tiene .

7/a = &/x=px = ak

fghB
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De la relacién gn = 4 9, 7 ¢ Vn>2 spodemos construir paso apa
so el diagrama lineal de la progresidén geométrica {gn}n>7 saplicando rei
teradamente_la construcpién anterior como sigue: Se empieza construyen -
do g, = £ g, ; despuds, 93 = 4 g, y as{ sucesivamente. -

Tambiel se puede hacer una construccién simétrica alternativa
que evita la construccidn de £ »a partir del paso n=3. Para ello,se cons

truyen g,y ¢, como antes. Para n}3,se utiliza la relacidn
7 2
2
In = Ynet Inst » deducida de 9, / 9,7 = gn+7,/ 9, ,Vn;Z

Esta relacidn prueba que, si conocemos la construccidn de 9, ¥

2 . .
Gpoqso entonces, como Ipnet = 9, / g spodemos construir g La idea -

n-1 n+i’

consiste en interpretar a gn>0 como la media geométrica de Ipe? ¥ Ipuy s

y construir esta media por el método usual (fig.14).

| ~— Fau
5’, sg 93 5’4 . .
Esto nos dice que para las progresiones geométricas positivas,

la razén £ es la razdén de semejanza de los tridngulos rectingulos de ca

tetos respectivos 97 0 9y 5 Gy 0 g3 i vessni g + g, » ya que sabemos

n-17 n
que 9, / 97 = g3 / Gy = srene= g, / 9,7 = 4 ,y utilizando las pro
piedades de las proporciones .y llamando suma parcial n-sima a

Sp T 97 F Gyt ees g, ,VREN , tenemos

2 = (g2+g3+..+gn) / (g7*g2+..+gn_7) = (4n—g7) / (An-gn) , de -
donde 4, = (& g, .- g7) /(8 - 1), &#7,
Esto constituye una de las demostraciones geométricas de la su

ma de los términos de una progresidn geométrica.
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‘6. SUMA DE LOS TERMINOS DE UNA ‘kPROGRESION POR METODOS GEOME -
TRICOS

PROGRESION ARITMETICA

Dada la p.a. {an}n>7 »que podemos suponer positiva'y crecien-
- . z .-
te sin pérdida de generalidad, sea {Sn)n>7 la sucesidn o serie de sumas-
-
parciales asociada a dicha sucesidn.
De la definicidn de {Sn}n27 , tenemos que
n
S = 3

@, = @y Feseest @ =
.n.k k 7 n

7
suma de las 4neas de Cos necténgulos de fla Ligurna =
A(R7) f.....fﬁl(/?n) v
Llamemos R y 7 ,respectivamente,a la unién de los recténgu-
los y triédngulos de la figura,esto es

’Rn=R7URzU....URn y 7 =77U7’2u....07n

n
Ademés, AT ;) = A(TJ.) v {84 4 4,427,2,..,n ,ya que son tridn-

gulos semejantes que se obtienen por traslacidn.

L e e ey O
ap p=—————_———- -———
%y T T
N
- 2
a -
R | Ra Rey Ra
i’ 2 3 L] n n
,ﬁ?" 15
Trapeud de bases @iy 2nel y aluana

o T a(TUROU --~ U (ThURn)
Entonces,
S, = Af/?n) v
A(T ) = suma de las &neas de los taibngs, nects. {que son igua-

-

les por un movimiento) =
(az-a7)/2 * (a3—az)/2 Foeenee# fan*7—an)/2 =
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., .
k€7 (akﬁ7_-ak)/2 = (an+7 —a7)/2

Tenemos dos alternativas :

1a)

Anea del trepecio de bases a; ¥ e, 7Y altuna n =
n

n{a7 + an+7)/2 = k€7 (ak+7 # ak)/z =

suma de flas breas de los trapecios de bases

(d7 , az) ,......,(an ve,g) Y gliunra 424p.}7»

De aquf, efectuando operaciones y teniendo en cuenta que
ah = an + 4 , nz ,llegamos a
s . n(a7 # an)

" 2
2a)
A(Rn) * A(Tn} = ahea trap.de bases a; v a1 Y aéiuaa n =
nla;, + a, _3) /2 =§, = AR ) = nla; + e, ) /12 - (e 4+a )/2=

nfa, + a,)/2 ,ya que a, = an + &, nzl

PROGRES ION GEOMETRICA
. Sea‘{gn}n;7 ,una progresidn geométrica,que podemos considerar,
sinppérdida de generalidad,positiva y creciente.
#
Para todo n,designamos por Tn , Rn , Tn las figuras geométri-

~ -

cas siguientes:

Tp =Ty weeee T, (unidn de tridngulos)
R, =Ry wenvn R (unidn de rectdngulos)
To=Tq wveee T, (unidén de trapecios)

tal como se indica en la figura 16.
3

Entonces,calculando las dreas de fn ' Rn , Tn » se tiene
) n n .
A(Tn) =3 A(TL) ) (ai+7 - aL)/Z = (Qn+7 - a7)/2
i= i=7
*® n M n .
A(Tn) =z A(Té) = 3 (a£+7 + aé)/z
: i=7 7=1 -

*
Y,como 7, = R U7, ,se tiene para las 4reas
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’ %
A(R ) + AT, ) = A(T ) ,y de aqui
S, * (e, -a'7)/z = (a; + ay)/2 + (ay + a3)/2 tootla ra, ,)/2
='a7(7 +n) /2 to0a% an(7 *xr) /2 = Sn (7 + ) /2
de donde

-7) = (an*7 - a7) /2 =$’Sn(4 -7) = (an*7 -a7)/2

y»s8i 2#7 , resulta finalmente

Cpst T %7
S, =
457
/"Tn
R Frommomm e e
. S
4
rd
/
/
¢
L]
[ T Tz LU L V1Y
, / | fia 16
* Tn, R ~{Re ? v
4 1 3 4 n il

Observacibn

Hemos hecho un estudio comparativo de los conceptos,propieda -
des y férmulas relativos a las p.a. y las p.g. positivas. Las propiedark
des, férmulas y problemas se corresponden(debido a la funcidn logaritmi -
Ea,para las p.g. positivas). En esta correspondencia casi completa, selg
gra una economia considerable de pensamiento en la presentacidn de los -
algoritmos. Dicha correspondencia -més afin,este isomorfismo- se estable
ce como sigue:

suma-producto ; diferencia-cociente ; coefic.-exponente ;-

divisor-indice de una raiz.
Sin embargo,la férmula que da la suma de los n primeros térmi

nos no se corresponde,
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