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GEOMETRIA SIMPLECTICA,
¢SOLO UNA TEORIA MATEMATICA MAS?
Juan Carlos Marrero Gonzalez

La geometria simpléctica es hoy dia uno de los campos activos de
investigacién en matemaéticas pero, jes s6lo una disciplina matematica
mas? A lo largo de estas lineas intentaremos dar, modestamente y en la
medida de lo posible, argumentos que sugieran al lector una respuesta a
esta cuestion.

El término simpléctico viene del griego symplektikos que significa “que
entrelaza” o “que une”. Este nombre fue usado por primera vez en 1939 por
H. Weyl. En cualquier caso, el origen de la geometria simpléctica habria
que buscarlo en el siglo XIX con los trabajos de Lagrange sobre mecéanica
analitica. De todas formas, durante el siglo XIX la naturaleza geométrica y
cualitativa de la mecénica no estaba nada clara. Fue Poincaré, a principios
del siglo XX, quien inicia la era cualitativa con el estudio de las 6rbitas en
el problema de los n-cuerpos. Después de Poincaré, las técnicas simpléc-
ticas empiezan a ser usadas y la geometria simpléctica va avanzando de
manera que en los afios 60 estid consolidada como una rama de las mate-
maéticas y el nexo de unién con la mecénica ha sido definitivamente esta-
blecido. Finalmente, en los tltimos 30 afios, un crecimiento espectacular
de las investigaciones ha convertido a la geometria simpléctica en una de
las producciones matematicas y fisicas mas importantes del siglo XX.

De forma elemental, podriamos decir que la geometria simpléctica es la
geometria de las dreas orientadas. A continuacion, intentaremos justificar
esta afirmacién de una manera intuitiva. Comencemos con el ejemplo mas
sencillo: el plano R2. La forma simpléctica usual Q del plano R? es un obje-
to matematico que a un par de vectores @ = (uy, up) y U = (v}, vp) de R2 les
asocia el area orientada del paralelogramo en R2 generado por los
vectores U y U, esto es, Q(u,v) = ujvy - uyv;. Q es antisimétrica y no dege-
nerada en el sentido de que las Gnicas areas nulas resultan cuando iy U
son colineales. Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores uno
puede construir, de manera sencilla, una forma simpléctica lineal sobre
[R2n (una aplicacién w: R20 x R21 — R, R-bilineal, antisimétrica y no dege-
nerada). Es suficiente ver a R2? como el producto de planos R2x...x R2,
Entonces el drea orientada de un paralelogramo es la suma de las areas
orientadas de sus proyecciones sobre cada uno de estos planos. Sin
embargo, no es posible definir un concepto de area orientada sobre un
espacio de dimensién impar como R3 sin introducir degeneraciones. De la
discusion anterior se deduce que s6lo los espacios de dimensién par son
los candidatos que pueden admitir una forma simpléctica. 'Parece enton-
ces logico que ademéas de R2D, otros posibles espacios simplécticos sean
las variedades diferenciables de dimensién par. Las variedades diferencia-
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