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GEOMETRIA SIMPLECTICA,
¢SOLO UNA TEORIA MATEMATICA MAS?
Juan Carlos Marrero Gonzalez

La geometria simpléctica es hoy dia uno de los campos activos de
investigacién en matemaéticas pero, jes s6lo una disciplina matematica
mas? A lo largo de estas lineas intentaremos dar, modestamente y en la
medida de lo posible, argumentos que sugieran al lector una respuesta a
esta cuestion.

El término simpléctico viene del griego symplektikos que significa “que
entrelaza” o “que une”. Este nombre fue usado por primera vez en 1939 por
H. Weyl. En cualquier caso, el origen de la geometria simpléctica habria
que buscarlo en el siglo XIX con los trabajos de Lagrange sobre mecéanica
analitica. De todas formas, durante el siglo XIX la naturaleza geométrica y
cualitativa de la mecénica no estaba nada clara. Fue Poincaré, a principios
del siglo XX, quien inicia la era cualitativa con el estudio de las 6rbitas en
el problema de los n-cuerpos. Después de Poincaré, las técnicas simpléc-
ticas empiezan a ser usadas y la geometria simpléctica va avanzando de
manera que en los afios 60 estid consolidada como una rama de las mate-
maéticas y el nexo de unién con la mecénica ha sido definitivamente esta-
blecido. Finalmente, en los tltimos 30 afios, un crecimiento espectacular
de las investigaciones ha convertido a la geometria simpléctica en una de
las producciones matematicas y fisicas mas importantes del siglo XX.

De forma elemental, podriamos decir que la geometria simpléctica es la
geometria de las dreas orientadas. A continuacion, intentaremos justificar
esta afirmacién de una manera intuitiva. Comencemos con el ejemplo mas
sencillo: el plano R2. La forma simpléctica usual Q del plano R? es un obje-
to matematico que a un par de vectores @ = (uy, up) y U = (v}, vp) de R2 les
asocia el area orientada del paralelogramo en R2 generado por los
vectores U y U, esto es, Q(u,v) = ujvy - uyv;. Q es antisimétrica y no dege-
nerada en el sentido de que las Gnicas areas nulas resultan cuando iy U
son colineales. Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores uno
puede construir, de manera sencilla, una forma simpléctica lineal sobre
[R2n (una aplicacién w: R20 x R21 — R, R-bilineal, antisimétrica y no dege-
nerada). Es suficiente ver a R2? como el producto de planos R2x...x R2,
Entonces el drea orientada de un paralelogramo es la suma de las areas
orientadas de sus proyecciones sobre cada uno de estos planos. Sin
embargo, no es posible definir un concepto de area orientada sobre un
espacio de dimensién impar como R3 sin introducir degeneraciones. De la
discusion anterior se deduce que s6lo los espacios de dimensién par son
los candidatos que pueden admitir una forma simpléctica. 'Parece enton-
ces logico que ademéas de R2D, otros posibles espacios simplécticos sean
las variedades diferenciables de dimensién par. Las variedades diferencia-
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bles son espacios muy interesantes desde el punto de vista matematico y
fisico que engloban a los espacios euclideos y que constituyen una gene-
ralizacién natural (para dimensién mayor que dos) de las superficies en
R3. Aqui, por razones obvias, consideraremos un ejemplo muy simple. Se
trata de una superficie en R3, la esfera S2 de radio unidad. Es obvio que la
forma de medir areas en el plano R? y en la esfera S2 no coinciden. Asi, el
area de un circulo C de radio r en el plano es 7 r2 . Sin embargo, si aplica-
mos C sobre S2, el area del circulo resultante, para r pequefio, es
nsen?r = it [r2 - (1/3)r4 + ...]. Estas diferencias en el calculo de las areas se
deben a que R? y S? son variedades simplécticas diferentes. Si [, , ] deno-
ta el producto mixto o triple en S2, la forma simpléctica w en S2 esta definida
por w,. (u, v) = [x, u, v], para x un punto de S2 y u, v vectores del plano tan-
gente a $2 en x. En esta definicién de w se ponen de manifiesto algunos
hechos: (i) la dependencia suave de w del punto de aplicacion; (ii) la res-
triccion de w al plano tangente de $2 en un punto x (R%) es una forma sim-
pléctica lineal. Asi, uno podria pensar que para definir una forma simpléc-
tica sobre una variedad de dimensién par se puede proceder de forma
similar que en S? (reemplazando el plano tangente a S2 en x por el espacio
tangente a la variedad en cada uno de sus puntos). Pero hay una restric-
cion esencial en dimensién mayor que dos: la suma de las dreas orienta-
das de superficies que bordean no importa qué regién cerrada (compacta)
de dimensién 3, debe ser nula. Esta restriccién es la causante de la exis-
tencia de variedades diferenciables de dimensién par que no admiten
estructuras simplécticas. Ademas, ha originado la aparicion relativamente
reciente de una nueva disciplina matematica (la topologia simpléctica)
sobre la cual giran las investigaciones de algunos matematicos de primera
linea. Grosso modo, se trata de investigar qué tipos de variedades de
dimensiéon par admiten una estructura simpléctica.

Un aspecto importante en el mundo simpléctico es el estudio de las
transformaciones simplécticas, es decir, las aplicaciones entre variedades
simplécticas que conservan areas orientadas. Es un hecho familiar, usado
frecuentemente en cartografia, que un entorno suficientemente pequeno
de un punto de la esfera puede aplicarse sobre un entorno de un punto del
plano sin que se distorsionen las areas. En consecuencia, la esfera y el
plano como variedades simplécticas son localmente (no globalmente)
iguales. Este resultado es general para dos variedades simplécticas de la
misma dimensién y es justamente lo que establece el feorema de Darboux.
El estudio de las transformaciones simplécticas también ha supuesto la
introduccién de algunos problemas famosos, como el del Camello sim-
pléctico. Se trata de ver si seriamos capaces de pasar un camello a través
del ojo de una aguja sin distorsionar las areas (la geometria simpléctica ha
dado una respuesta negativa a este problema).

Hasta ahora hemos comentado algunos aspectos relacionados directa-
mente con la geometria (topologia) simpléctica. Pero, en realidad, en los
altimos 20 o 30 afios la geometria simpléctica ha estado relacionada direc-
ta o indirectamente con diversas ramas de las matemaéticas. Una prueba de
ello es que a finales de los 80 surge una corriente de pensamiento (véase
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[Ar]) que sugiere que la
mayor parte de las mate-
maticas debian reformu-
larse en términos sim-
plécticos (la simplectifi-
cacion de las matemdti-
cas).

Por otra parte,
teniendo en cuenta sus
origenes, seria injusto
no hacer al menos un
breve comentario sobre
algunos de los diferentes
contextos en mecanica
donde las estructuras
simplécticas juegan
(directa o indirectamen-
te) un papel importante.

El primero de ellos es
lo que se conoce con el
nombre de mecdnica
hamiltoniana.  Grosso
modo, podriamos decir
que la Mecénica
Hamiltoniana es el estu-
dio del movimiento de
un objeto sometido a
diferentes fuerzas. Uno puede imaginar que este movimiento es similar al
del flujo de un fluido. Pero el flujo de un fluido tiene una peculiaridad inte-
resante: las areas de trozos de fluido de dimension 2 se conservan cuando
se mueven a lo largo del fluido. Asi, si las dreas se conservan, debe existir
una forma simpléctica en el espacio de fases (el espacio donde se desa-
rrolla la dindmica). Deducimos entonces un hecho que tiene consecuen-
cias importantes: el espacio de fases es una variedad simpléctica.
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En algunas ocasiones, el calculo explicito de las trayectorias de un sis-
tema mecéanico puede ser una tarea altamente complicada. El problema
matemaético consiste en resolver un sistema de ecuaciones diferenciales.
Sin embargo, bajo ciertas condiciones, es posible reducir el mismo y obte-
ner un sistema mas simple. La determinacién de las soluciones del siste-
ma reducido nos proporciona informacién sobre las soluciones del siste-
ma original. En estos procedimientos de reduccién las estructuras sim-
plécticas juegan un papel importante. Un ejemplo sencillo donde estos
procedimientos pueden ser aplicados es el movimiento de un cuerpo rigi-
do. Pero las estructuras simplécticas pueden usarse también para prever
el comportamiento de sistemas complicados. Un caso extremadamente
curioso en este contexto es el gato de Yang-Mills: usando técnicas simpléc-
ticas relativamente complicadas uno puede justificar mateméaticamente
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